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В работе изучается одна задача оптимального управления процессами, описы-
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Дискретно-непрерывные задачи оптимального управления типа 

Россера имеют большое прикладное значение (см. напр. [1-3]). Заметим, 
что дискретно-непрерывная система уравнений типа Россера была введе-
на в рассмотрение в работах [1, 2] Т. Качзореком. 

В предлагаемой работе изучается одна задача оптимального 
управления дискретно-непрерывными системами типа Россера и выво-
дятся необходимые условия оптимальности первого и второго порядков в 
случае открытости области управления. 

Постановка задачи. Пусть управляемый процесс описывается 
следующей системой нелинейных уравнений, представляющий собой 
«смесь» дифференциальных и разностных уравнений 

( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtfxtzt ,,,,,, = ,  [ ]10 , ttTt =∈ ,  ,...,,1, 100 xxxx +=    (2.1) 
              ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtgxty ,,,,,1, =+ ,  Tt∈ ,  1...,,1, 100 −+= xxxx        
с краевыми условиями 

( ) ( ),,0 xaxtz =   ,...,,1, 100 xxxx +=                                (2.2) 
                        ( ) ( ),, 0 tbxty =    [ ]10 ,ttTt =∈ . 
Здесь ( )yzxtf ,,, , ( )( )yzxtg ,,,  − заданная n ( )m -мерная вектор-

функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 
производными по ( )yz,  до второго порядка включительно, ( )tb  − задан-
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ная m -мерная непрерывная вектор-функция, ( )xa  − n -мерная дискретная 
вектор-функция являющаяся решением задачи 

                            ( ) ( ) ( )( )xvxaxFxa ,,1 =+ , 
( ) 00 axa = ,                                                 (2.3) 

где ( )vaxF ,,  − заданная n -мерная вектор-функция непрерывная по сово-
купности переменных вместе с частными производными по ( )va,  до вто-
рого порядка включительно, 0a  − задан, а ( )xv  − r -мерный вектор управ-
ляющих воздействий со значениями из заданного непустого, ограничен-
ного и открытого множества V , т.е. 

( ) rRVxv ⊂∈ ,    1...,,1, 100 −+= xxxx .                             (2.4)  
Такие управляющие функции назовем допустимыми управления-

ми. 
Задача заключается в минимизации функционала 

( ) ( )( ) ( )( )∫∑ +=
−

=

1

0

1

0

12

1

11 ,,,,
t

t

x

xx
dtxtytxtzxvS ϕϕ ,                          (2.5) 

определенного на решениях системы (2.1)-(2.3) порожденных всевозмож-
ными допустимыми управлениями. 

Здесь ( )zx,1ϕ  ( )( )yt,2ϕ  − заданная скалярная функция непрерывная 
по совокупности переменных вместе с частными производными по z ( )y  
до второго порядка включительно. 

Допустимое управление ( )xv , доставляющий минимум функцио-
налу (2.5), при ограничениях (2.1)-(2.4) назовем оптимальным управлени-
ем, а соответствующий процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtzxv ,,,,,  − оптимальным 
процессом. 

Вычисления вариаций функционала качества. Пусть 
( ) ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtzxv ,,,,,  фиксированный допустимый процесс. В силу от-

крытости области управления V  специальное приращение допустимого 
управления ( )xv  можно определить по формуле 

( ) ( )xvxv δεε =∆ ,    1...,,1, 100 −+= xxxx .                     (3.1) 
Здесь ε  достаточно малое по абсолютной величине число, а 

( ) rRxv ∈δ , 1...,,1, 100 −+= xxxx  произвольная r - мерная ограниченная 
вектор-функция (допустимая вариация управления). 

Через ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz εεε ∆∆∆ ,,,, , обозначим специальное прираще-
ние состояния ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz ,,,,  и введем следующие обозначения: 

                         ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtfxtf zz ,,,,,, ≡ , 
                         ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtfxtf yy ,,,,,, ≡ , 
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                          ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtgxtg zz ,,,,,, ≡ , 
                          ( ) ( ) ( )( )xtyxtzxtgxtg yy ,,,,,, ≡ , 
                             ( ) ( ) ( )( )xvxaxFxF aa ,,≡ , 
                             ( ) ( ) ( )( )xvxaxFxF vv ,,≡ . 
Имеет место 
Лемма 3.1. Для специального приращения ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz εεε ∆∆∆ ,,,,  

вектора состояния ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz ,,,,  справедливы следующие разложе-
ния 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )








+=∆

+=∆

+=∆

.;

,,;,,

,,;,,

xxaxa

xtxtyxty

xtxtzxtz

εοδε

εοδε

εοδε

ε

ε

ε

                                 (3.2) 

Здесь ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtz δδδ ,,,,  − допустимая вариация вектора состоя-
ния, являющаяся решением системы уравнений в вариациях  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtyxtfxtzxtfxtz yzt ,,,,, δδδ += ,                           (3.3) 
                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xtyxtgxtzxtgxty yz ,,,,1, δδδ +=+ , 

( ) ( )xaxtz δδ =,0 ,    100 ...,,1, xxxx += ,  ( ) 0, 0 =xtyδ ,  Tt∈ , 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )xvxFxaxFta va δδδ +=+1 ,                                    (3.4) 

                                      ( ) 00 =xaδ . 
Учитывая (3.2) вычислим специальное приращение функционала 

качества, используя формулу Тейлора: 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]+−∆+=−+ ∑
−
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xtz
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( ) ( )( ) ( ) ( ).,,,, 2
12

12
2

1

1

0

εοδϕδ +






∂
∂′+ ∫

t

t

dtxty
y

xtytxty                      (3.5) 

Пусть ( )xtp , , ( )xtq , , ( )xψ  пока неизвестные вектор функции соот-
ветствующих размерностей. В дальнейшем, особо не отмечая, будем ис-
пользовать следующего типа обозначения:  

              ( ) ( ) ( )yzxtgqyzxtfpqpyzxtH ,,,,,,,,,,, ′+′= , 
( ) ( )vaxFvaxM ,,,,, ψψ ′= ,       ( ) ( ) ( ) ( )( )xxvxaxMxM aa ψ,,,= , 
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( ) ( ) ( ) ( )( )xxvxaxMxM aaaa ψ,,,= ,   ( ) ( ) ( ) ( )( )xxvxaxMxM vava ψ,,,= , 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtyxtzxtHxtH zz ,,,,,,,,,, = , 
               ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtyxtzxtHxtH yy ,,,,,,,,,, = , 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtyxtzxtHxtH zzzz ,,,,,,,,,, = , 
             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtyxtzxtHxtH zyzy ,,,,,,,,,, = , 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtyxtzxtHxtH yzyz ,,,,,,,,,, = , 
              ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtqxtpxtyxtzxtHxtH yyyy ,,,,,,,,,, = . 
С учетом (3.3)-(3.4), и введенных обозначений, разложение (3.5) 

представляется в виде 

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )−′+






∂
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∂
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
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∂
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∑∫
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ϕ

δ
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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        (3.6) 
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+−′−−′+−′+

∑∑∑

∫∑
−

=

−

=

−

=

−

=

111

0011

1

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

11,1,

x

xx
v

x

xx
a

x

xx

t

t

x

xx

xvxMxaxMxax
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Если предполагать, что ( ) ( ) ( )( )xxtqxtp ψ,,,,  является решением сис-
темы уравнений 

( ) ( )
z

xtHxtpt ∂
∂

−=
,, ,                                          (3.7) 

                                 ( ) ( )
y

xtHxtq
∂

∂
=−

,1, , 

( ) ( )( )
z

xtzxxtp
∂

∂
−=

,,, 11
1

ϕ ,                                  (3.8) 

                                         ( ) ( )( )
y

xtytxtq
∂

∂
−=− 12

1
,,1, ϕ , 

 ( ) ( ) ( )xtp
a

xMx ,1 0+
∂

∂
=−ψ ,                                (3.9) 

  ( ) 011 =−xψ ,                                             (3.10) 
то разложение (3.6) примет вид 

     

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )] −′+′+×
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=
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t
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ).2 2
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0

εοδδδδδδ +




′+′+′− ∑
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=

x
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vvvaaa xvxMxvxaxMxvxaxMxa  

Отсюда в силу открытости области управления, учитывая опреде-
ления вариаций (в классическом смысле) функционала, (см. напр. [4, 5]) 
получаем, что, если процесс ( ) ( ) ( ) ( )( )xaxtyxtzxv ,,,,,  оптимален, то вдоль 
него для всех ( ) rRxv ∈δ , 1...,,1, 100 −+= xxxx  выполняются соотношения 

( ) ( ) ( ) 0;
1

1
1

0

=′−≡ ∑
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v xvxMvvS δδδ ,                                       (3.11) 
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  (3.12) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )]
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] .02

,,,,,,,,,
11
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≥′+′+′+

+′+′+′+

∑
−

=

x

xx
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yyyzzy
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δδδδδδ

δδδδδδ

 Из соотношения (3.11), в силу произвольности допустимой вариа-
ции ( )xvδ , получаем, что 

( ) 0=ξvM .                                               (3.13) 
Теорема 3.1. Для оптимальности допустимого управления ( )xv  

необходимо, чтобы соотношение (3.13) выполнялось для всех 
{ }1...,,1, 100 −+=∈ xxxXξ . 

Соотношение (3.13) есть аналог уравнения Эйлера в рассматри-
ваемой задаче. 

Каждое допустимое управление удовлетворяющее уравнению Эй-
лера, назовем классической экстремалью (см. напр. [4-8]).  

Перейдем к выводу необходимых условий оптимальности второго 
порядка. 

Необходимые условия оптимальности второго порядка. Ис-
пользуя результаты работ [9-11] запишем представление решения задач 
(3.3), (3.4). 

Пусть ( )sxtVij ,;, τ , 2,1, =ji   матричные функции, удовлетворяю-
щие соотношениям 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtVsxtV
zz ,,;,,,;,,;,

1211
11 ττττ

τ
τ

−−=
∂

∂ , 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtVsxtV yy ,,;,,,;,1,;, 121111 τττττ +=− , 

            ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtV
s

sxtV
zz ,,;,,,;,,;,

2221
21 τττττ

−−=
∂

∂ , 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sgsxtVsfsxtVsxtV yy ,,;,,,;,1,;, 222122 τττττ +=− , 
                               ( ) 0,;,11 =stxtV ,      20 −≤≤ xsx , 
                                   ( ) 111 1,;, ExtxtV =− , 
                               ( ) 01,;,12 =−xxtV τ ,     [ ]tt ,0∈τ , 
                              ( ) 0,;,21 =stxtV ,     10 −≤≤ xsx , 
                                         ( ) 222 1,;, ExxtV =−τ , 
  ( 1E , 2E  − единичные матрицы соответствующих размерностей). 
Тогда имеет место представление 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

=

+++=
1

011011
0

,;1,,;1,,
x

xs
sastxtVxaxtxtVxtz δδδ ,       (4.1) 
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( ) ( ) ( )∑
−

= ∂
+∂

=
1
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0

,;1,,
x
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t
stxtVxty δδ .                         (4.2) 

Далее через ( )sx,Φ , обозначим решение задачи 
                                    ( ) ( ) ( )sFsxsx a,1, Φ=−Φ ,  
                                          ( ) 11, Exx =−Φ . 
Тогда решение задачи (3.4) допускает (см. напр. [10, 11]) представ-

ление 
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a svsFsxxa δδ .                             (4.3) 

Займемся преобразованием представлений (4.1), (4.2) с учетом 
(4.3). Имеем [9]: 
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Полагая 

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑
−

+=

Φ++Φ+=
1

1
0110111 ,,;1,,,;1,,,

x

s
stxtVsxxtxtVsxtL

τ

ττ , 

последнее представление записывается в виде 
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Положим 
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Тогда представление (4.5) принимает вид 
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Используя представления (4.3), (4.4), (4.5), по схеме, например, ра-
бот [6-8, 11], доказывается справедливость тождеств 
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Введем матричную функцию ( )sK ,τ  посредством формулы 
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Принимая во внимание вышеприведенные тождества и учитывая 
обозначение (4.7), неравенство (3.10) преобразуется к виду 
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Сформулируем полученный результат. 
Теорема 4.1. Для оптимальности классической экстремали необ-

ходимо, чтобы неравенство (4.8) выполнялось для всех ( ) rRxv ∈ , 
1...,,1, 100 −+= xxxx . 

Приведем более легко проверяемое необходимое условие опти-
мальности второго порядка. 

Теорема 4.2. Для оптимальности классической экстремали ( )xv  
необходимо, чтобы неравенство  

                               ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0, ≤+′′ wMFKFw vvvv ξξξξξ , 
выполнялось для всех rRw∈  и X∈ξ . 

 
ЛИТЕРАТУРА 

1. Kaczorek T. Positive 2D Hybrid Linear Systems // Bulletin of the Polish Academy of 
Sciences. Technical Sciences. 2007, v. 55, No 4, p. 351-358. 

2. Kaczorek T., Marchenko V., Sajewski L. Sovlability of 2D Hybrid Linear Systems - Com-
parison of Three Different Methods // Actfa Mechanica et Automatica. 2008, v. 2, No 2, p.59-66. 

3. Marchenko V.M., Borkovskaya I.M., Pyzhkova O.N. Hybrid Control discrete-continuous 2-D 
systems // Technical University of Bialyostok. 2010, p. 3-8. 



 42 

4. Габасов Р., Кириллова Ф.М. Методы оптимизации. Мн: БГУ, 1981, 400 с. 
5. Габасов Р., Кириллова Ф.М. Особые оптимальные управления. М.: Наука, 1973, 256 с. 
6. Марданов М.Дж., Мансимов К.Б., Меликов Т.К. Исследование особых управлений и 

необходимые условия оптимальности второго порядка в системах с запаздыванием. 
Баку: Элм, 2013, 353 с. 

7. Мансимов К.Б., Марданов М.Дж. Качественная теория оптимального управления сис-
темами Гурса-Дарбу. Баку: Элм, 2010, 353 с. 

8. Мансимов К.Б. Особые управления в системах с запаздыванием. Баку: Элм, 1999, 174 с. 
9. Джаббарова А.Я., Мансимов К.Б., Масталиев Р.О. О представлении решений одной 

дискретно-непрерывной линейной системы типа Россера // Докл. НАН Азербайджана. 
2013, № 8, с. 15-18. 

10. Габасов Р., Кириллова Ф.М. Оптимизация линейных систем. Мн.: Белгосуниверси-
тет, 1973, 248 с. 

11. Мансимов К.Б. Дискретные системы. Баку: БГУ, 152 с. 
 

BİR ROSSER TİPLİ DİSKRET-KƏSİLMƏZ  
OPTİMAL İDARƏETMƏ MƏSƏLƏSİ HAQQINDA 

 
A.Y.CABBAROVA, K.B.MƏNSİMOV 

 
XÜLASƏ 

 
İşdə diferensial və fərq tənliklər sistemi ilə təsvir olunan və başlanğıc şərtin köməyilə 

idarə olunan bir diskret-kəsilməz optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. Optimallıq üçün birinci 
və ikinci tərtib zəruri şərtlər alınmışdır. 

 
Açar sözlər: Rosser tipli diskret-kəsilməz sistem, funksionalın variasiyası, variasiyalı 

tənlik, Eyler tənliyi, optimallıq üçün ikinci tərtib zəruri şərt. 
 
 
 

A ROESSER TYPE CONTINUOUS -DISCRETE CONTROL PROBLEM 
 

A.Y.JABBAROVA, K.B.MANSIMOV 
 

SUMMARY 
 

A continuous-discrete control problem described by a system of difference-differential 
equations and controlled by the initial condition is considered. First and second order necessary 
optimality conditions are obtained. 
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